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1.7 无穷小的比较

20 3, , , sin ,x x x x→当 时 都是无穷小

两个无穷小的商可以出现不同的情况，说明

不同的无穷小趋于0的速度有快慢，这是一个值得

讨论的问题。
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  00 01.7.1 lim ( ) , lim (( ) )xx x= =α β α设定 且 恒不为义

0( )lim , ( ) ( ) ,
( )
x x x
x

β
β α

α
=(1)若 则称 是比 高阶的无穷小

( )lim , ( ) ( ) ;
( )
x x x
x

β
β α

α
= ∞(2)若 则称 是比 低阶的无穷小

0( )lim , ( ) ( ) ,
( )
x C x x
x

β
β α

α
= ≠(3)若 则称 与 是同阶无穷小

( ) ( ( ));ox x=β α记作

( ) ( ( ));x O x=β α

1.7.1 无穷小比较的定义

记作
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1( )lim , ( ) ( ) ,
( )
x x x
x

β
β α

α
=(5)若 则称 与 是等价无穷小

0
  0

, ,
,k

x x
x x k k
→

>

 时 称 为一阶无穷小

为 的 阶无穷小( )

注

0( )lim , ( ) ( )
( )

;

k

x C x x
x

k

β
β α

α
= ≠   (4)若 则称 是关于 的

阶无穷小

( ) ~ ( ).x xβ α记作 

1
2 2 1  

2
,x x x x例如 为 的二阶无穷小 为 的 阶无穷小。
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0
       1   1tanlim , tan ,

tan ~
x

x x x
x

x x
→

= ∴ 为 的一阶无穷小

且

例

20

1 coslim
x

x
x→

−
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1 cos ,x x∴ − 为 的二阶无穷小 211
2

cos ~ .x x−且

1
2

,=

~ 是等价关系：反身性，对称性，传递性

~α α反身性：

~ ~α β β α⇒对称性：

~ ~ ~α β β γ α γ⇒传递性： ，
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1.7.2    重要的等价无穷小关系

可以证明，当 x → 0时，成立下列等价无穷小关系：

(1) ~ arcsisin ~ ~ nta ~ arctannx x xx x

211 cos(2 ~
2

) x x− (3) 1 ~ ~ ln(1 )xe x x− +

( )
1

14) 11 ~( nx x
n

+ − ( )1 1 ~x xµ µ+ −

( )
1

0

1 1
lim

n

x

x
x→

+ − ( )
1

1 ,nt x= +令 1nx t= −则

1

1=lim
1nt

t
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−
− 11

1lim
( 1)( 1)nt

t
t t t−→

−
=

− + +

1
n

=
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推广 ：若在某种极限过程中，函数 是无

穷小，则将上面各式中的变量 x 换成函数 ，

相应的等价关系仍然成立。例如

)(xϕ
)(xϕ

2    0  x x→当 时， 是无穷小，等价式

( )
1

( ) 0 ( 1 1, ) nx xϕ ϕ + −→若 则

2sin ~x 3 2 1 1 ~x + − 21
3

x 成立.

1~ ( )
n

xϕ

2x
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解:  设其为 x 的 k 阶无穷小, 则

kx x
xx3 2

0
lim +
→

0≠= C

因

kx x
xx3 2

0
lim +
→

3
3
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lim kx x

xx +
=

→

3 3

0
)1(lim 2

3
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1

xx k

x
+= −

→

故
6
1

=k

23,2 0 ?x x x x→ +当 时 是 的几阶无穷小例

1
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1.7.3 等价无穷小替代定理

          1.7.1 , , ( )
~

o= +α β β α α
β α

设 为无穷小 则

当且仅当

定理

。

( )o= + ⇔β α α证

~β α0lim −
= ⇔

β α
α

( ) oβ α α− = ⇔

1lim = ⇔
β
α

( ) ~o+⇒α α α

.

),()(,0lim

,0)(lim,0)(lim:

的主部是则称

或即若

设定义

βα

ααβααβ
α
αβ

βα

oo

xx

+==−=
−

==



无穷小的主部

.1111, 22 nnnn
nn 的主部为例 +=
+

=∞→ β

.22,0 2的主部是 xxxx −→

βαβα ~的主部，则是注：若

23,2 0 ?x x x x→ +当 时 是 的几阶无穷小例

23 x x+ 3= ( )x o x+

( ~)o+⇒ =β α α α

1
3 6~ .x x=
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α α β

β α α
α
β

β β
设 、 、 、

皆为某种极限过程的无穷小，

定理

且

等价无穷小替换定理

若 存在

lim lim( )α α α β
β α β β

′ ′
= ⋅ ⋅

′ ′
证

lim lim lim .
′

=
′

α α
β β

α
β

则 也存在，且

lim lim lim
′ ′

= ⋅ ⋅
′ ′

α α β
α β β

lim .
′

=
′

α
β

0
3 3  
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例
3 3
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x x
x x


0
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x
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[ ]   ~ , lim ( )f xα α α′ ′ ⋅推 若论 设 存在，

 lim
( )f x

 
 
 

α
则 lim

( )f x
′ 

=  
 

α

[ ]     lim ( )f x⋅α证： = lim ( )f x 
′ 

′⋅ 

α
α

α

[ ]= lim li )m (f x′⋅
′

α
α
α [ ]= lim ( )f x′α

   ~ , lim
( )f x
′ ′  

 

α
α α推论 设 若 存在，

[ ]     lim ( )f xα则 [ ]lim ( )f x′= α

   ( )~ , lim f x′
′

α α
α

设推论 若 存在，

 ( )lim f x 
  α

则
( )lim f x =  ′ α
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30
4

1 2
2  

sin sin
lim

tanx

x x

x→

−
例

30

1sin ( cos )lim
x

x x
x→

−
=正解： 原式

2

30

1
12
2

lim
x

x x

x→

⋅
= =

211
2

sin ~ , cos ~x x x x−

30

1 2
2 0lim

x

x x

x→

− ⋅
= =解：原式

注 等价无穷小替换 , 只用于乘、除因子, 不要

用于加、减中! 

!错

3 3( tan ~ , )x x
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补充： 等价无穷小在加减中可用的情形：

 

1 1lim~ , ~ ,

~ ;

A
′
= ≠

′ ′

′ ′

′
′

′− −

加、减关系在一定条件下可以换：

设 、 、 、 皆为某种极限过程的无穷小，

（）若 ，

则

α α β β

α α β β

α β α

α

β
β

1~

~ .

l~ , i, m A
′
= ≠ −

′
′ ′

′ ′+ +

(2)若 ，

则

α α β β

α β α
β

β

α
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注 有时可先适当变形，再用等价无穷小替代.
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⋅
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x
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=原式
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1
2

=



30

tan sinlim
sinx

x x
x→

−
30

tan sinlim
x

x x
x→

−
= 3 30 0

tan sinlim lim
x x

x x
x x→ →

= −

为什么等价无穷小不能用于加、减中？

3 30 0
lim lim
x x

x x
x x→ →

= − 0=30
lim
x

x x
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−
=
×

[ ]+ +lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

f x g x f x g x

f x g x

=

∞

要求 和 存在

（不包括 情形）
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